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Общие сведения

Настоящее описание программы является составной частью программной документации к программе расчета электрического поля SТAR3D Electric.
Состав общего программного обеспечения, необходимого для функционирования программы:

· операционная система Windows XP SP3 и более новые версии операционной системы Windows для персональных компьютеров;
· программная платформа .NET Framework 4.
Программное обеспечение написано на языках программирования С++, C#.
В состав программного обеспечения входят следующие модули:
1) геометрический пре/постпроцессор;
2) расчетный модуль.
1 Функциональное назначение
Программное обеспечение предназначено для численного моделирования пространственных и поверхностных распределений электрических полей (ЭП) в многоэлектродных гальванических системах (МЭГС).
Основным приложением программного обеспечения является решение задач противокоррозионной и электрической защиты морских технических объектов.

2 Описание логической структуры

2.1 Структура программы

Программа расчета электрического поля STAR3D Electric включает два модуля.

Первый из двух модулей, входящих в состав ПО, служит для геометрического пре/постпроцессинга.

Геометрический препроцессор обеспечивает построение произвольных моделей поверхности МЭГС, задание материалов электродов и генерацию на поверхности сетки граничных элементов. Кроме универсальных средств работы с произвольной поверхностью, в состав препроцессора включены специальные функции для автоматического построения поверхности гребных винтов.
Постпроцессор, который функционально объединен с препроцессором, служит для наглядного отображения и анализа распределений электрического потенциала и тока на поверхности МЭГС.

Второй модуль ПО – расчетный модуль. В расчетном модуле реализуется гранично-элементный метод численного моделирования ЭП.

Взаимодействие модулей осуществляется посредством файлов. В модуле пре/постпроцессора строится трехмерная модель, на основе которой генерируется файл гранично-элементной сетки. Далее этот файл загружается в расчетный модуль. Также в расчетный модуль могут загружаться файлы расчетных точек, содержащие координаты точек, в которых производится расчет электрического поля в среде. После выполнения расчета автоматически генерируется файл, содержащий значения ЭП в среде, если был задан хотя бы один файл расчетных точек. Также после расчета создается файл постпроцессора, содержащий значения электрического потенциала, нормальной компоненты электрического тока и других характеристик ЭП на поверхности МЭГС.
На рис. 1 показана структурная схема взаимодействия модулей ПО.
Структурная схема взаимодействия модулей ПО

[image: image3]
Рисунок 1
2.2 Постановка задачи расчета электрического поля

2.2.1 Математическая формулировка задачи расчета потенциала и тока в многоэлектродных гальванических системах. Граничные условия

Рассмотрим систему тонкостенных металлических электродов, расположенных в бесконечном и однородном в электрическом отношении полупространстве, заполненном электролитом (морской водой) с электропроводимостью 
[image: image4.wmf]w
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. Сверху полупространство ограничено непроводящей средой (воздухом) с электропроводимостью 
[image: image5.wmf]0
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. На рис. 2 в качестве примера показаны три электрода, имеющих непосредственное соединение по внутренней цепи (по металлу). Однако в общем случае замкнутость по внутренней цепи не является обязательной. Например, гребной винт может быть изолирован от корпуса.
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Рисунок 2
Вектор 
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 стационарного электрического поля как в металле, так и в электролите удовлетворяет уравнениям
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поэтому внутри каждой из этих областей можно ввести скалярный электрический потенциал 
[image: image9.wmf]U

 (
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), удовлетворяющий уравнению Лапласа.

Рассматриваются три возможных типа источников электрического поля (ЭП). Первым источником является внешнее однородное электрическое поле, напряженность 
[image: image11.wmf]0
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 и скалярный потенциал 
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) которого предполагаются известными. Примером такого источника является электрическое поле, вызываемое в морской воде блуждающими токами.

Вторым типом источников являются фидеры с заданными электрическими токами (ток 
[image: image14.wmf]0
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 на рис. 2). Фидеры используются для моделирования источников питания, подключенных к анодам систем снижения токов гальванической пары «гребной винт - корпус»  и противокоррозионной защиты (ПКЗ) гребных винтов и корпуса.

Третьим типом источников, характерным для многоэлектродных гальванических систем, являются гальванические источники, обусловленные скачком электрического потенциала на границе раздела между металлом и электролитом. Граничное условие (ГУ), описывающее скачок потенциала, имеет вид
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где 
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 и 
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 – неизвестные потенциалы металла и электролита по разные стороны от границы раздела, 
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 – нормальная к границе раздела компонента объемной плотности электрического тока, 
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 – известная функция, соответствующая поляризационной кривой металла.

Кривая поляризации описывает сложный электрохимический процесс, происходящий внутри микроскопически тонкого слоя на поверхности металла, погруженного в электролит. В данном описании рассматриваются монотонные поляризационные кривые, представимые в виде
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где 
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 – электродный потенциал, 
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 – поляризуемость, которая измеряется в Ом(м2 и в общем случае зависит от плотности тока 
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С учетом (3) и связи между нормальной составляющей объемной плотности электрического тока и нормальной производной потенциала 
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 ГУ (2) принимает вид
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Если металлический электрод имеет лакокрасочное покрытие, граничное условие (4) сохраняет силу, но в этом случае величина 
[image: image26.wmf]b

 имеет смысл удельного поперечного электрического сопротивления покрытия.

Записывая граничные условия (4) для разных сторон 
[image: image27.wmf]1
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 и 
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 тонкого электрода, погруженного в электролит, получим
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где 
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, а вектор нормали направлен в сторону поверхности 
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, как показано на рис. 1. Предполагается, что электропроводимость металла электрода 
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 значительно превышает электропроводимость среды 
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, а его толщина 
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 значительно меньше других размеров. При таких допущениях в ГУ (5) можно заменить поверхности 
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 и 
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 различными сторонами срединной поверхности 
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 электрода, а вместо распределения потенциала вдоль нормали внутри металла использовать единственную величину 
[image: image39.wmf]m
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 на срединной поверхности.

2.2.2 Обзор аналитических и численных методов

2.2.2.1 Точные и приближенные аналитические методы

Точные аналитические методы расчета ЭП основаны на решении краевых задач для уравнения Лапласа с ГУ (4) методом разделения переменных. При этом поляризуемость 
[image: image40.wmf]b

 электродов считается постоянной величиной, не зависящей от плотности тока 
[image: image41.wmf]n
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, а проводимость металла 
[image: image42.wmf]m
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 полагается бесконечной. Даже при этих упрощениях задачу удается решить только в случаях, когда реальная поверхность многоэлектродной гальванической системы (МЭГС) заменяется поверхностью кругового цилиндра, образованного бесконечно протяженными электродами, или поверхностью сферы. Оценки электрического поля  морских технических объектов, полученные при такой замене, являются слишком грубыми. Поэтому в настоящее время точные аналитические методы используются в основном для верификации численных алгоритмов.

Более распространенными в инженерной практике являются приближенные аналитические методы, основанные на предположении о постоянстве плотности тока на поверхности каждого из электродов МЭГС. Токи электродов находятся из анализа эквивалентной электрической цепи, образованной из собственных и взаимных сопротивлений электродов. По найденным токам с использованием функции Грина для горизонтально-слоистой среды рассчитывается электрическое поле.

Достоинствами приближенных аналитических методов являются их физическая наглядность и возможность учета сопротивлений во внутренней цепи по металлу. Основной недостаток – трудность определения взаимных сопротивлений. Взаимным влиянием электродов чаще всего просто пренебрегают, и погрешность метода становится неконтролируемой.

Во многих практических случаях при использовании приближенных аналитических методов расчета предположение о равномерной плотности защитного тока приводит к неверным результатам. Поэтому в целях проектирования и оптимизации средств противокоррозионной и электрической защиты рекомендуется применение численных методов расчета.

2.2.2.2 Численные методы

Наиболее распространенным численным методом, используемым для расчета ЭП многоэлектродных гальванических систем в проводящей среде, является метод граничных элементов (МГЭ).

Классические варианты МГЭ основаны на использовании формулы Грина
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где 
[image: image44.wmf]S

 – контактирующая с внешней проводящей средой поверхность МЭГС, 
[image: image45.wmf])

,
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 – фундаментальное решение уравнения Лапласа (функция Грина).

Так называемую прямую (direct) формулировку МГЭ можно получить, подставляя в формулу Грина потенциал 
[image: image46.wmf]U

 на поверхности МЭГС из ГУ (4). Эта подстановка приводит к следующему интегральному уравнению относительно неизвестного распределения 
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 на поверхности 
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Для определения неизвестной константы 
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 интегральное уравнение дополняется условием электронейтральности
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В непрямых (indirect) формулировках МГЭ как потенциал, так и его нормальная производная на поверхности 
[image: image52.wmf]S

 выражаются через вспомогательные неизвестные – поверхностные распределения простого или двойного слоя электрических зарядов.

Решение интегрального уравнения сводится к решению системы алгебраических уравнений путем разбиения поверхности 
[image: image53.wmf]S

 на небольшие подобласти – граничные элементы. Для поверхности корпуса чаще всего используются трех- и четырехугольные элементы.

В отличие от метода конечных элементов, система алгебраических уравнений МГЭ имеет полностью заполненную (плотную) матрицу. При использовании прямых методов исключения неизвестных время решения системы из 
[image: image54.wmf]N

 уравнений пропорционально 
[image: image55.wmf]3
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 и очень быстро растет с ростом числа граничных элементов. Поэтому в последнее время предпочитают использовать итерационные методы решения систем, несмотря на то, что сходимость этих методов не гарантируется.

Время вычислений и объем памяти в итерационных методах растут пропорционально 
[image: image56.wmf]2

N

, что позволяет использовать до 5 ‑ 10 тысяч граничных элементов при расчетах на персональных компьютерах.

Основное время в итерационных методах расходуется на вычисление произведения матрицы на вектор. Для дальнейшего повышения производительности МГЭ разрабатываются методы ускорения этой операции. Платой за производительность является некоторое ухудшение точности и устойчивости. Теоретически методы ускорения, наиболее известным из которых является быстрый мультипольный метод, требуют вычислительных ресурсов, пропорциональных 
[image: image57.wmf]N

N

log

´

. Однако за счет сложности алгоритма коэффициент пропорциональности становится очень большим, и существенный выигрыш по сравнению с обычным итерационным методом наблюдается только при больших 
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 (порядка десятков тысяч).
2.2.2.3 Интегральное уравнение электрического поля

В приближенных граничных условиях (5) электрический потенциал и его нормальная производная могут претерпевать разрывы при переходе через срединную поверхность 
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, т.е. в общем случае 
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. В результате скалярный потенциал определяется суммой потенциала 
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 внешнего поля и потенциалов 
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 простого и двойного слоя зарядов, распределенных по поверхности 
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 с плотностями 
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 и 
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 соответственно. Поэтому можно переписать ГУ (5) в виде интегро-дифференциальных уравнений:
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(9)
где

[image: image69.wmf]t

 – точка наблюдения, расположенная на поверхности 
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(10)
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 – функция Грина для точечного источника, расположенного в точке 
[image: image75.wmf]q

 проводящего полупространства с изоляционной границей раздела в плоскости 
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 – координаты точки 
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 – координаты точки 
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Исключая нормальные производные из первого уравнения системы (9) и потенциалы из второго уравнения, получим запись двусторонних граничных условий на срединной поверхности тонкого электрода в интегро-дифференциальной форме (здесь и дальнейшем символ точки наблюдения 
[image: image81.wmf]t

 для краткости опускается):
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(11)
Два интегро-дифференциальных уравнения системы (11) содержат три неизвестных переменных 
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 и 
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. Для исключения переменной 
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 дополнительно применяется закон Ома, связывающий плотность тока в металле с напряженностью электрического поля.

В случае тонкостенных проводников вводится касательная к срединной поверхности 
[image: image87.wmf]S

 металлического электрода эквивалентная плотность тока
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где 
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 – поверхностная проводимость.

Поверхностная плотность тока связана с плотностью простого слоя зарядов уравнением непрерывности
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где 
[image: image91.wmf]S
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( – оператор поверхностной дивергенции.

Учитывая, что 
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 – оператор поверхностного градиента, уравнение (12) принимает вид
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Теперь выразим потенциал 
[image: image95.wmf]m
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 из первого уравнения системы (11):
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(15)
и подставим (15) в (14):
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(16)
По аналогии с методом моментов для переменных электромагнитных полей интегро-дифференциальное уравнение (16) называется интегральным уравнением электрического поля (ИУЭП). С использованием ИУЭП система (11) заменяется системой интегро-дифференциальных уравнений
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(17)
Система уравнений (17) вместе с уравнением непрерывности электрического тока (13) являются теоретической основой численного метода расчета ЭП в многоэлектродных гальванических системах, описанного в следующем разделе.

При моделировании ЭП двухсторонние граничные условия для тонкостенных электродов используются не только для конструкций, омываемых электропроводящей морской водой с обеих сторон (лопасти гребного винта, рули). Такие же условия применяются и для металлической поверхности корпуса, наполненного воздухом с нулевой электропроводимостью. В последнем случае формально полагается, что внутри корпуса также находится вода, а для предотвращения стекания тока внутрь соответствующая поверхность электрода задается изоляционной. Например, если нормаль к поверхности корпуса направлена наружу, то в уравнениях (17) полагается 
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2.3 Описание численного метода

2.3.1 Аппроксимация поверхности корпуса и гребного винта

2.3.1.1 Подводная часть корпуса

Вся необходимая для работы численного метода информация о геометрии многоэлектродной гальванической системы содержится в гранично-элементной сетке. Гранично-элементная сетка содержит список вершин (узлов) и списки элементов.

Каждая запись списка вершин содержит порядковый номер узла и его координаты в некоторой правосторонней декартовой координатной системе, которая именуется системой координат проекта. В дальнейшем, если не оговорено противное, предполагается, что все координаты и геометрические размеры определяются в метрах.

Списки элементов формируются раздельно по элементам разного типа. Два основных типа граничных элементов – треугольники и стержни.

Плоские треугольные элементы, задаваемые в списке номерами трех вершин, аппроксимируют срединную поверхность тонкостенных металлических конструкций. При моделировании электрического поля морских технических объектов такой конструкцией является, прежде всего, подводная часть обшивки корпуса. Треугольные элементы обшивки корпуса должны точно стыковаться друг с другом по вершинам сетки, не образуя отверстий и щелей. Верхняя граница треугольной сетки должна проходить точно по плоскости ватерлинии.

Порядок обхода вершин треугольника связан с направлением вектора нормали к его поверхности правилом левого винта. Для треугольных элементов обшивки корпуса нормали обычно ориентируются по направлению «в воду».

Как правило, при расчете ЭП учитывается симметрия корпуса относительно диаметральной плоскости (ДП).

С точки зрения численного метода идеальной является сетка, состоящая из равносторонних треугольников одинакового размера. Однако из-за наличия на поверхности корпуса мелких деталей (например, анодов системы ПКЗ гребных винтов и корпуса) на практике используются плавно сгущающиеся разномасштабные сетки с размером элементов от нескольких сантиметров до нескольких метров.

Стержневые элементы аппроксимируют сильно вытянутые металлические конструкции подводной части корпуса, например, гребные валы. В списке элементов стержень задается номерами двух вершин на концах отрезка его оси. Радиус поверхности вращения указывается на этапе расчета. Стержни должны стыковаться между собой и с треугольными элементами точно в вершинах сетки.

Стержневые элементы также используются для моделирования нитевидных проводников с заданным током – фидеров. Металлическая поверхность фидеров считается полностью изолированной от внешней среды, поэтому для расчета электрического поля важна только их коммутация, а не пространственное расположение.

Вспомогательный тип граничных элементов – маленькие сферы – используется для моделирования анодов системы ПКЗ гребных винтов и корпуса на предварительной стадии проектирования. В списке элементов для сферы задается номер единственной вершины, расположенной в центре сферы. Радиус сферы указывается на этапе расчета.

Кроме данных по геометрии модели сетка содержит дескрипторы материалов элементов, а также информацию о так называемых контактах. Точечный контакт может располагаться на конце стержня. С помощью таких контактов задаются сосредоточенные сопротивления и источники напряжения. Линейный контакт располагается вдоль стороны треугольника и служит для задания распределенного сопротивления или напряжения.

Для автоматической генерации гранично-элементной сетки используется геометрический препроцессор, входящий в состав программного обеспечения. В препроцессоре поверхность подводной части корпуса строится с помощью четырех- и треугольных порций поверхности Безье.
2.3.1.2 Гребные винты

Генерация поверхности гребных винтов производится автоматически на основе сравнительно небольшого объема исходных данных, включающего следующие геометрические характеристики:

· внешний диаметр винта;

· диаметр и длина цилиндрической части (ступицы);

· число лопастей;

· профиль цилиндрического сечения лопасти.

Основные геометрические характеристики гребного винта приведены в таблице 1. Для их определения используется декартова система координат 
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 гребного винта – правосторонняя система, в которой ось 
[image: image101.wmf]x

 направляется вдоль оси вращения винта в сторону засасывающей поверхности лопасти. Ось 
[image: image102.wmf]y

 направляется вдоль условной центральной линии лопасти. Положение начала координат 
[image: image103.wmf]O

 на оси 
[image: image104.wmf]x

 также является условным.

Таблица 1 – Основные геометрические характеристики гребного винта

	Обозначение
	Наименование
	Единица измерения
	Определение

	D
	Диаметр винта
	м
	‑

	R
	Радиус винта
	м
	R = D / 2

	Dh
	Диаметр ступицы
	м
	Диаметр сечения поверхности ступицы плоскостью yOz

	Rh
	Радиус ступицы
	м
	Rh = Dh / 2

	N
	Число лопастей
	‑
	‑


Для того чтобы связать систему координат 
[image: image105.wmf]D

 гребного винта с декартовой системой координат корпуса, в системе координат корпуса задается положение опорной точки винта, лежащей на оси его вращения в носовой оконечности ступицы (обычно опорная точка совпадает с кормовой оконечностью гребного вала, аппроксимируемого стержневыми элементами). Кроме этого задаются направляющие косинусы оси 
[image: image106.wmf]x

 винта в системе координат корпуса и угол вращения, определяющий статическое положение лопастей винта.

Для генерации поверхности лопасти используется математическое описание этой поверхности в двух вспомогательных системах координат.

Цилиндрическая система координат 
[image: image107.wmf](
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 жестко связана с системой координат 
[image: image108.wmf]D

, т.е. оси 
[image: image109.wmf]x

 и начала координат 
[image: image110.wmf]O

 в обеих системах совпадают. Угол 
[image: image111.wmf]q

 отсчитывается по направлению вращения винта.

Локальная система координат 
[image: image112.wmf](
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 располагается в плоскости выпрямленного (развернутого) сечения лопасти цилиндрической поверхностью радиуса 
[image: image113.wmf]r

.

Замкнутый контур, образованный при пересечении поверхности лопасти с цилиндрической поверхностью и последующем спрямлении цилиндрической поверхности, является профилем лопасти. Хорда профиля – отрезок прямой линии, соединяющий крайние точки профиля. При обратном сворачивании плоскости системы координат 
[image: image114.wmf]F

 в цилиндрическую поверхность линия хорды превращается в винтовую линию.

Как показано на рис. 3, ось 
[image: image115.wmf]x

 координатной системы 
[image: image116.wmf]F

 направлена вдоль хорды профиля, и начало координат 
[image: image117.wmf]s

O

 расположено в середине хорды. Угол 
[image: image118.wmf]j

 между осью 
[image: image119.wmf]x

 и плоскостью, перпендикулярной оси винта, определяется шагом винтовой линии. Ось 
[image: image120.wmf]h

 системы координат направлена к засасывающей стороне профиля.

[image: image121.png]-C/2





Рисунок 3
Геометрические характеристики, используемые при математическом описании поверхности лопасти, поясняются в таблице 2.

Таблица 2 – Геометрические характеристики лопасти гребного винта

	Обозна-чение
	Наименование
	Единица измерения
	Определение

	H
	Шаг сечения лопасти
	м
	Шаг винтовой линии, принадлежащей рассматриваемому цилиндрическому сечению (смещение по координате x при полном обороте винтовой линии)

	(
	Шаговый угол сечения лопасти
	радиан
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	C
	Ширина спрямленного контура лопасти
	м
	Длина хорды профиля сечения лопасти


Окончание таблицы 2

	Обозна-чение
	Наименование
	Единица измерения
	Определение

	Cs
	Саблевидность лопасти
	м
	Расстояние между точкой, расположенной в середине хорды, и осью x; Cs > 0, если координата z средней точки положительна

	(c
	Ординаты средней линии профиля
	м
	Координаты ( точек кривой, расположенной на одинаковом расстоянии по оси ( от засасывающей и нагнетающей сторон профиля

	fm
	Наибольший прогиб средней линии профиля сечения лопасти
	м
	Максимальная ордината средней линии профиля сечения лопасти

	Fс
	Безразмерные ординаты средней линии профиля сечения лопасти
	‑
	Fс = (с / fm; max{Fc} = 1

	(е
	Толщина профиля сечения лопасти
	м
	Разница координат ( засасывающей и нагнетающей стороны профиля

	e
	Максимальная толщина профиля сечения лопасти
	м
	Максимальная разница координат ( засасывающей и нагнетающей стороны профиля

	Ft
	Безразмерная толщина профиля сечения лопасти
	‑
	Ft = (е / e; max{Ft} = 1

	xr
	Откидка лопасти
	м
	Смещение профиля вдоль оси вращения винта (координата x точки, образованной пересечением оси ( и проекции оси x на плоскость профиля)

	xS
	Смещение лопасти
	м
	Координата x средней точки хорды профиля сечения лопасти

	(
	Относительная толщина профиля
	‑
	( = e / C

	(с
	Относительный прогиб средней линии профиля сечения лопасти (кривизна средней линии)
	‑
	(с = fm / C

	(S
	Угол саблевидности лопасти
	радиан
	Угловая координата (в цилиндрической системе координат E) средней точки хорды профиля


Безразмерные величины, определяемые по отношению к радиусу винта 
[image: image123.wmf]R

, обозначаются надчеркиванием (например, 
[image: image124.wmf]R
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, 
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). Тильдой обозначаются величины, определяемые по отношению к полудлине 
[image: image126.wmf]2
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 хорды профиля (например, 
[image: image127.wmf]C
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В общем случае характеристики профиля лопасти 
[image: image128.wmf]c

h

 и 
[image: image129.wmf]e

h

 (а также связанные с ними параметры 
[image: image130.wmf]c
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, 
[image: image131.wmf]t
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) могут быть функциями двух переменных: 
[image: image132.wmf]x

 и 
[image: image133.wmf]r

. В ПО рассматривается зависимость параметров профиля только от переменной 
[image: image134.wmf]x

, т.е. предполагается, что лопасть имеет единый профиль в каждом цилиндрическом сечении.

Функции 
[image: image135.wmf]c
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 и 
[image: image136.wmf]t
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 определяются следующим образом:
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Остальные геометрические параметры лопасти, представленные в таблице 2, являются функциями координаты 
[image: image139.wmf]r

, которая изменяется в диапазоне 
[image: image140.wmf][
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Характеристики, перечисленные в таблицах 1 и 2, используются в качестве исходных данных для автоматического построения поверхности гребного винта в геометрическом препроцессоре. При расчете ЭП лопасти обычно рассматриваются как тонкостенные конструкции, поэтому вместо построения двух поверхностей (засасывающей и нагнетающей) используется режим генерации только срединной поверхности лопасти. При этом средняя толщина лопасти вводится на этапе расчета.

Для гребных винтов регулируемого шага разным положениям лопастей относительно оси винта будут соответствовать различные значения функций из таблицы 2. Поскольку положение лопастей незначительно влияет на распределение электрического поля, достаточно использовать модель винта, соответствующую среднему положению лопасти винта регулируемого шага.
2.3.2 Алгебраизация интегрального уравнения методом Галеркина

2.3.2.1 Аппроксимация эквивалентного тока в металле

Представим неизвестное распределение эквивалентного поверхностного тока в виде разложения по некоторой системе базисных функций 
[image: image141.wmf]i
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При выборе системы базисных функций необходимо, чтобы вычисляемое электрическое поле имело конечную энергию. Это означает, что
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т.е. распределение поверхностного заряда принадлежит пространству функций, квадратично интегрируемых по поверхности 
[image: image145.wmf]S

. Учитывая уравнение непрерывности (13), условие (21) гарантируется, если каждая из базисных функций 
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 имеет следующие свойства:
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где, как показано на рис. 2, единичный вектор 
[image: image150.wmf]G

n

 является касательным к поверхности 
[image: image151.wmf]S

 и перпендикулярным к граничному контуру 
[image: image152.wmf]G

, ограничивающему эту поверхность. Свойство (23) означает отсутствие линейного заряда на краю незамкнутой поверхности.

Для построения базиса применяются так называемые функции грани (facet), определяемые в соответствии с рис. 4.
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Рисунок 4
Для стержневых элементов векторные функции грани и их поверхностные дивергенции выражаются в виде
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где 
[image: image155.wmf]L

 – длина оси стержня, 
[image: image156.wmf]a

 – его радиус.

Для треугольных элементов тонкостенных конструкций
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где 
[image: image158.wmf]A

 – площадь треугольника срединной поверхности.

В (24) и (25) 
[image: image159.wmf]f

r

 – вектор, направленный в некоторую точку элемента из его вершины, расположенной напротив 
[image: image160.wmf]f

‑ой грани.

Дополнительная функция грани 
[image: image161.wmf])
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, названная вершинной функцией, используется для аппроксимации поверхностного тока в области контакта стержня с треугольником, как показано на рис. 5.

Вершинная функция треугольника  выражается в виде
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где 
[image: image163.wmf]f

l

 – барицентрическая функция треугольника, соответствующая 
[image: image164.wmf]f

‑ой вершине.
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Рисунок 5
С учетом того, что для плоского треугольника 
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Каждая из функций 
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 и 
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 обладает одним и тем же свойством: ее компонента, перпендикулярная плоскости грани, имеет постоянную величину на 
[image: image173.wmf]f

‑ой грани (суммарный поток функции через эту грань равен единице) и равна нулю на остальных гранях. При построении базисных функций 
[image: image174.wmf]i

w

 важно именно это свойство, поэтому в дальнейшем верхний индекс в обозначении функций грани опускается.

Построение базисных функций для сетки треугольных и стержневых граничных элементов, аппроксимирующих поверхность МЭГС, осуществляется следующим образом:

· формируется общий список всех граней элементов сетки, в этот список включаются две грани, соответствующие концевым точкам (торцам) каждого стержня, три грани, соответствующие сторонам каждого треугольника, а также дополнительные вершинные грани треугольников, контактирующих со стержнями;

· конструируется математический граф; ветви графа соответствуют граням элементов, а направление ветвей совпадает с направлением функций грани 
[image: image175.wmf]f

ν

 (от центра элемента к его краям);

· вершины графа (узлы) соответствуют межэлементным соединениям по общим граням и центрам элементов;

· узлы подразделяются на две группы – бездивергентные и дивергентные;

· к бездивергентным узлам, обозначенным крестиками на рис. 6, относятся все узлы межэлементных соединений, а также центральные узлы элементов, изолированных от внешней среды (такими элементами являются треугольники с параметрами ГУ 
[image: image176.wmf]¥
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 и стержни с параметром 
[image: image177.wmf]¥
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);

· оставшиеся узлы, обозначенные кружочками на рис. 6, являются дивергентными;

· все дивергентные узлы объединяются в один общий узел графа;

· строится перекрывающее дерево (spanning tree) графа – набор ветвей, содержащий все узлы графа и не содержащий замкнутых контуров (циклов);

· набор оставшихся ветвей графа образует сопряженное дерево (co-tree).
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Рисунок 6
Каждая степень свободы (DOF) 
[image: image179.wmf]i
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 в разложении эквивалентного тока (20) является величиной полного тока (потока) через грань, соответствующую 
[image: image180.wmf]i

-ой ветви ко-дерева. Таким образом, число степеней свободы 
[image: image181.wmf]J

N

 равняется числу ветвей ко-дерева (так называемому цикломатическому числу графа).

По определению для 
[image: image182.wmf]i

-ой ветви ко-дерева существует единственный набор ветвей дерева, которые дополняют, одна за другой, эту ветвь до замкнутого цикла. Если 
[image: image183.wmf]i

F

 – полный набор ветвей цикла (включающий ветвь ко-дерева), то соответствующая базисная функция выражается в виде
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Знак “+” или “−” в (28) выбирается в зависимости от того, согласовано или нет направление вектора 
[image: image185.wmf]f
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 с направлением цикла.

Подставляя (28) в (20), получаем 
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Поток 
[image: image187.wmf]f
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 через каждую грань сетки вычисляется путем группировки коэффициентов 
[image: image188.wmf]i
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±

 при одной и той же функции 
[image: image189.wmf]f
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 в (29).

Плотность поверхностного заряда на стержневом элементе радиуса 
[image: image190.wmf]a

 с длиной оси 
[image: image191.wmf]L

 вычисляется по формуле
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где 
[image: image193.wmf]2

,

1

f

f

 – индексы торцевых граней стержня в общем списке граней сетки.

Для треугольного элемента, имеющего площадь 
[image: image194.wmf]A
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где 
[image: image196.wmf]3
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 – индексы граней, соответствующих сторонам треугольника, в общем списке граней.

Общее выражение для плотности поверхностного заряда получается из (20) и (13):
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2.3.2.2 Аппроксимация двойного слоя

Для аппроксимации плотности двойного слоя электрических зарядов в системе уравнений (17) используется представление 
[image: image198.wmf]Y

, гарантирующее конечность электростатической энергии МЭГС.

Каждая степень свободы 
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 в разложении плотности двойного слоя
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ассоциируется с многогранным углом, образованным треугольниками гранично-элементной сетки, имеющими общую вершину. В случае замкнутой поверхности без ветвлений каждой вершине (узлу) сетки соответствует единственный многогранный угол. В общем случае для идентификации многогранных углов используется метод, основанный на теории графов и иллюстрируемый на рис. 7.

Для каждой вершины сетки строится независимый граф. Ветви графа соответствуют средним линиям треугольников, соединяющихся в данной вершине. Направление средней линии согласуется с направлением обхода вершин, лежащих в основании треугольника, т.е. зависит от ориентации вектора нормали к поверхности треугольника.


[image: image201.wmf] 

дерево

 

1

 

к

о

-

дерево

 

1

 

дерево

 

2

 

1

 

2

 


Рисунок 7
Узлы, обозначенные на рис. 7 крестиками, находятся на серединах сторон треугольников.

Для каждого графа строится дерево и ко-дерево. Набор ветвей, образующий 
[image: image202.wmf]i

-ый цикл ко-дерева, определяет набор 
[image: image203.wmf]i
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 треугольных элементов, формирующих многогранный угол. Общее число циклов во всех графах дает число степеней свободы 
[image: image204.wmf]Y
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. Соответствующая 
[image: image205.wmf]i

-ому циклу базисная функция в разложении (33) имеет вид



[image: image206.wmf]å

P

Î

Y

=

±

=

i

T

T

i

i

N

i

,...,

1

,

)

(

l

h

,
(34)
где 
[image: image207.wmf]T

 – индекс треугольника, 
[image: image208.wmf])
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 – барицентрическая функция вершины многогранного угла в 
[image: image209.wmf]T

-ом треугольнике. Знак “+” или “−” в (33) выбирается в зависимости от того, согласовано или нет направление средней линии с направлением цикла.

Базисные функции (34) обладают следующими свойствами
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 – пространство функций, нормально непрерывных на триангулированной поверхности 
[image: image213.wmf]S

.

С учетом свойств (35), (36) напряженность ЭП двойного слоя электрических зарядов можно выразить через поверхностный магнитный ток 
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- векторный магнитный потенциал.
2.3.2.3 Процедура Галеркина

Для реализации процедуры Галеркина первое интегро-дифференциальное уравнение системы (17) проецируется на базисные функции 
[image: image218.wmf]j

w

 и интегрируется по поверхности 
[image: image219.wmf]S

. Используя краткую запись (14) этого уравнения, получим
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Используя тождество 
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, произведем в (39) интегрирование по частям:
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(40)
С учетом свойства (23) базисных функций интеграл по контуру 
[image: image223.wmf]G

 в (40) исчезает. В результате, используя (15), получим следующую алгебраизированную форму первого уравнения системы (17):
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(41)
где
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Поверхностная дивергенция 
[image: image226.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image227.wmf]f
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 функций грани определяется по формулам (24), (25) и (27).

Подставим 
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 из (10) в (41):
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(42)
Подставим в (42) выражения (32) и (33) для плотностей простого и двойного слоя:
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(43)
Второе уравнение системы (17) домножается на базисные функции 
[image: image232.wmf]j

h

 и интегрируется по поверхности 
[image: image233.wmf]S

:
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(44)
Подставим в (44) выражение 
[image: image235.wmf]n
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 из (10) и 
[image: image236.wmf]n
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 (37), а также плотность поверхностного заряда (32):
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(45)
С учетом теоремы Стокса и свойства (36) базисных функций получим
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(46)
где 
[image: image239.wmf]G

A

 – компонента векторного потенциала, касательная к контуру 
[image: image240.wmf]G

, ограничивающему поверхность 
[image: image241.wmf]S

.

С использованием (46) и (44) уравнения (45) приводятся к виду
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(47)
Домножим левую и правую часть уравнений (47) на проводимость среды 
[image: image243.wmf]m

s

 и объединим полученные уравнения с (43). В результате получим следующую алгебраизированную форму системы (17):
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(48)
В матричной форме систему (48) можно записать в виде
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где
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 – вектор неизвестных плотностей двойного слоя на границе между металлом и электролитом,
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 – симметричная слабо заполненная (sparse) матрица размером 
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 – симметричная плотная (dense) матрица размером 
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 – симметричная слабо заполненная матрица размером 
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 – симметричная плотная матрица размером 
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 – слабо заполненная матрица размером 
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 – векторы правой части.

Коэффициенты матриц и векторов правой части вычисляются по следующим формулам:
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Квадратичная форма 
[image: image270.wmf]J
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T

 матрицы 
[image: image271.wmf]A

 системы уравнений (49) пропорциональна электростатической энергии МЭГС. Поэтому при точном вычислении интегралов матрица 
[image: image272.wmf]A

 является положительно определенной.

Так как матрица 
[image: image273.wmf]A

 кососимметричная (skew symmetric), ее квадратичная форма зависит только от коэффициентов матриц 
[image: image274.wmf]1
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, 
[image: image275.wmf]2
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 и 
[image: image276.wmf]1

L

, 
[image: image277.wmf]2
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. Коэффициенты матриц 
[image: image278.wmf]1
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 и 
[image: image279.wmf]1

L

 вычисляются аналитически. Поэтому условием положительной определенности матрицы системы является достаточно точное интегрирование при вычислении коэффициентов матриц 
[image: image280.wmf]2

R

 и 
[image: image281.wmf]2

L

.
2.3.3  Решение системы уравнений

2.3.3.1 Вычисление коэффициентов матрицы системы

Базисные функции 
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 определены таким образом, что величины 
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 постоянны в пределах каждого граничного элемента сетки. Поэтому симметричные матрицы 
[image: image286.wmf]2
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 (51) и 
[image: image287.wmf]2

L

 (53) конструируются с использованием собственных и взаимных коэффициентов 
[image: image288.wmf]11

M

 и 
[image: image289.wmf]12

M

, которые выражают энергию взаимодействия зарядов, равномерно распределенных по поверхности элементов:
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где 
[image: image291.wmf]tq

r

 – расстояние между точками интегрирования, расположенными на граничных элементах 
[image: image292.wmf]1
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 и 
[image: image293.wmf]2
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, 
[image: image294.wmf]1
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 и 
[image: image295.wmf]2
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 – площади этих элементов.

Если взаимодействующие элементы не имеют общих точек, то взаимные коэффициенты вычисляются непосредственно по квадратурным формулам Гаусса. В противном случае интегралы содержат особенности и требуют предварительных аналитических преобразований.

Собственные коэффициенты

1. Треугольный элемент (рис. 8, a):
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где 
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 – длины сторон треугольника.

2. Стержневой элемент (рис. 8, б):
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где 
[image: image302.wmf]L

 – длина оси стержня, 
[image: image303.wmf]a

 – радиус стержня.

Взаимные коэффициенты

1. Треугольные элементы с одной общей вершиной (рис. 8, в):
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2. Смежные треугольные элементы (рис. 8, г):
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3. Соседние стержневые элементы (рис. 8, д):
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4. Треугольный и стержневой элементы с общей вершиной (рис. 8, е):
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Обозначения длин, использованные в формулах (61) ‑ (64), приведены на рис. 8. Все интегралы в этих формулах не содержат особенностей и вычисляются по квадратурам Гаусса.

При вычислении коэффициентов матрицы 
[image: image308.wmf]2

Z

 по формуле (55) используется следующее приближенное преобразование двойного интеграла:
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где 

[image: image310.wmf]1
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 – площадь поверхности граничного элемента 
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 – радиус вектор, направленный из точки 
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 в точку 
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,
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 – центр граничного элемента 
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,
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 – центр треугольного граничного элемента 
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[image: image320.wmf]W

 – телесный угол, под которым треугольник 
[image: image321.wmf]2

S

 виден из точки 
[image: image322.wmf]1

q

, как показано на рис. 9.
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Рисунок 8
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Рисунок 9
Внутренний телесный угол 
[image: image325.wmf]W

 при вершине 
[image: image326.wmf]P

-гранного угла выражается через внутренние двугранные углы 
[image: image327.wmf]k

e

, 
[image: image328.wmf]P
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 (один из таких углов, обозначенный 
[image: image329.wmf]e

, показан на рис. 9):
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Использование формул (65), (66) гарантирует, что двойной слой с постоянной плотностью, распределенный на замкнутой поверхности 
[image: image331.wmf]S

, не создает ЭП во внешней среде.
2.3.3.2 Итерационные процедуры решения системы

В общем случае система алгебраических уравнений (49) является нелинейной. В формулы (50), (52), (54) для коэффициентов матриц 
[image: image332.wmf]1

R

, 
[image: image333.wmf]1

L

, 
[image: image334.wmf]1

Z

 и в формулы (56), (57) для векторов правой части 
[image: image335.wmf]U

, 
[image: image336.wmf]I

 входят электрохимические характеристики, которые могут зависеть от плотности тока на поверхности электродов.

Решение нелинейной задачи сводится к итерационной последовательности решения линейных задач:



[image: image337.wmf],

Ψ

Ζ

Ζ

)

Ζ

Ζ

(

)

(

)

(

)

(

)

(

2

)

(

1

2

)

(

1

2

)

(

1

2

)

(

1

p

p

p

p

p

p

p

p

I

U

J

L

L

R

R

T

=

+

+

+

-

+


(67)
где 
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 – номер итерации.

На первой итерации (
[image: image339.wmf]1
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) коэффициенты матриц 
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 и компоненты векторов 
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 рассчитываются, исходя из предположения, что нормальная компонента плотности электрического тока на всей поверхности МЭГС равна нулю. Перед началом следующих итераций (
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 обновляются по результатам предыдущего решения 
[image: image351.wmf])
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. Соответствующая процедура описана в подразделе 3.3.3.3. Так как матрицы 
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 –  слабо заполненные, время обновления несущественно по сравнению с общим временем решения.

Сразу после обновления коэффициентов рассчитывается среднеквадратичная норма невязки (residual) системы (67). Если отношение нормы невязки к норме правой части оказывается меньше заданной величины 
[image: image356.wmf]1

d

, то процесс решения нелинейной задачи заканчивается. В программном обеспечении в качестве критерия окончания используется относительная величина невязки 
[image: image357.wmf]1

D

, выраженная в децибелах:
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Для решения линейной задачи (67) также используются итерационные алгоритмы: стабилизированный метод сопряженных градиентов (BiCGSTAB) и обобщенный метод минимальных невязок (GMRES). На каждой итерации метода BiCGSTab производится два матрично-векторных умножения, а на итерации GMRES  –  одно. В BiCGSTab, в отличие от GMRES, норма невязки может возрастать в процессе итераций. Тем не менее, на рассматриваемом классе задач BiCGSTab обычно сходится быстрее, чем GMRES.

Критерием окончания внутренних итераций является достижение заданной величины относительной нормы невязки 
[image: image359.wmf]2

d

. В программном обеспечении эта величина также выражается в децибелах:
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2.3.3.3 Обновление коэффициентов системы уравнений по данным поляризационных кривых

Пусть в результате решения линейной задачи (67) на 
[image: image361.wmf]p

-ой итерации найдены вектора неизвестных 
[image: image362.wmf])
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 и 
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. Зная эти вектора, для каждого треугольного элемента можно найти плотность простого слоя 
[image: image364.wmf]s

 по формуле (31) и плотность двойного слоя 
[image: image365.wmf]Y

 в центре элемента по формуле (33). Используя двухсторонние ГУ (5), а также соотношения 
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, можно найти нормальные компоненты плотности тока 
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 на различных сторонах поверхности треугольника:
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Необходимо отметить, что величина, обозначенная здесь термином “граничный потенциал”, в электрохимии обычно называется просто потенциалом. Данная величина измеряется относительно металла. Поэтому во избежание путаницы с потенциалом ЭП, определяемым относительно бесконечно удаленной точки, в ПО был введен термин “граничный потенциал”.

Для стержневого элемента плотность простого слоя 
[image: image371.wmf]s

 вычисляется по формуле (30). После этого определяется нормальная компонента плотности тока 
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 на внешней поверхности стержня
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Обозначим для краткости найденные по формулам (70), (71) величины нормальной компоненты плотности тока и граничного потенциала через 
[image: image375.wmf])
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 и 
[image: image376.wmf])
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. Эти величины используются для определения по поляризационным кривым новых значений поляризуемости 
[image: image377.wmf]b

 и электродного потенциала 
[image: image378.wmf]0
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 элемента, как показано на рис. 10 и 11. Если в качестве исходной величины для расчета новых значений 
[image: image379.wmf]b

 и 
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 используется 
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 (рис. 10), то соответствующий процесс называется итерациями по току, если 
[image: image382.wmf])
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 (рис. 11)  –  итерациями по напряжению.
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α – угол между касательной к поляризационной кривой и осью абсцисс
Рисунок 10
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Рисунок 11

Для улучшения сходимости применяются комбинированные итерации: процесс начинается (по выбору пользователя) либо с итераций по току, либо с итераций по напряжению, и итерации выбранного типа продолжаются, пока наблюдается сходимость. 
В качестве критериев сходимости используются локальный критерий
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или глобальный критерий
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где 
[image: image387.wmf]i

 – индекс граничного элемента,
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 – относительная величина локальной нормы поправки плотности тока для 
[image: image389.wmf]i

‑го элемента,
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 – относительная величина глобальной нормы поправки,


[image: image391.wmf]Nonlinear

S

 – множество граничных элементов, для которых заданы нелинейные граничные условия, описываемые поляризационными кривыми.

Для треугольника, на обеих сторонах которого заданы нелинейные ГУ,
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где 
[image: image393.wmf])

(

2

)

(

1

,

p

n

p

n

j

j

 определяются по формулам (70).

Для стержневого элемента
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где 
[image: image395.wmf])
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 определяется по (71).

Если локальный критерий (72) нарушается, то производится автоматическое изменение типа итераций для 
[image: image396.wmf]i

‑го элемента. При нарушении глобального критерия (73) тип итераций изменяется для всех элементов с нелинейными граничными условиями.

Новые величины 
[image: image397.wmf]b

 и 
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 используются для расчета матриц 
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 по формулам (50), (52), (54) и (56), (57).
2.3.4 Расчет потенциала и тока на граничной поверхности

2.3.4.1 Расчет потенциала

С учетом скачкообразного изменения потенциала при переходе через двойной слой электрических зарядов и формул (10) потенциалы 
[image: image404.wmf]1

U

 и 
[image: image405.wmf]2

U

 на различных сторонах поверхности 
[image: image406.wmf]S

 многоэлектродной гальванической системы выражаются в виде
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(74)


[image: image408.wmf])
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где точка наблюдения 
[image: image409.wmf]t

 принадлежит срединной поверхности.

Потенциалы (74) и (75) определены относительно бесконечно удаленной точки.

Используя разложения (32) и (33), из (74) получим
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(76)
Расчетные значения потенциалов на каждом из граничных элементов получаются усреднением выражений (74), (75) по поверхности элемента. В результате, используя (76), для треугольного элемента 
[image: image411.wmf]2

S

 c площадью 
[image: image412.wmf]2

A

 получим
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[image: image414.wmf]Y
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где 
[image: image415.wmf]2
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 – центр треугольника 
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Интегрирование по поверхности 
[image: image418.wmf]S

 в формуле (77) состоит из интегрирования по отдельным граничным элементам и в результате сводится к вычислению ранее рассмотренных интегралов (58), (65).

Граничные потенциалы на разных сторонах поверхности треугольника 
[image: image419.wmf]2

S

 определяются с помощью (70):
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(79)
Предполагается, что двойной слой на поверхности стержневого элемента создает пренебрежимо малое поле в окружающем пространстве. Поэтому аналог формулы (77) для стержневого элемента 
[image: image421.wmf]1

S

 с длиной оси 
[image: image422.wmf]1
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 имеет вид
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где 
[image: image424.wmf]1

t

 – точка, расположенная в середине отрезка оси стержня.

Граничный потенциал на поверхности стержневого элемента 
[image: image425.wmf]1

S

 определяется из (71):
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Точно также вычисляется граничный потенциал сферических элементов.
2.3.4.2 Расчет нормальной компоненты плотности тока

Нормальная компонента плотности тока на внешней поверхности стержневого элемента определяется из (71):



[image: image427.wmf],

1

s

s

w

n

j

=


(82)
где плотность простого слоя 
[image: image428.wmf]s

 вычисляется по формуле (30).

Плотность тока на поверхности сферических элементов также вычисляется по формуле (82).

Нормальные компоненты плотности тока на различных сторонах поверхности треугольного элемента определяются из (70):
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где плотность простого слоя 
[image: image430.wmf]s

 вычисляется по формуле (31), а плотность двойного слоя 
[image: image431.wmf]Y

 в центре элемента – по формуле (33).

Формулами (83) можно пользоваться для всех параметров граничных условий, исключая случай, когда 
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, т.е., когда на обеих сторонах поверхности тонкостенного электрода отсутствуют слои поляризации и покрытия. Вывод расчетных формул для этого специального случая приведен ниже.

С учетом скачкообразного изменения нормальной производной потенциала при переходе через простой слой электрических зарядов и формулам (10) величины 
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 и 
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 выражаются в виде
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[image: image436.wmf].
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Подставляя в (84) разложения (32) и (37), получим
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где векторный потенциал 
[image: image438.wmf]A

 определяется по формуле (38).

Расчетные значения нормальных компонент плотности тока на каждом из сторон поверхности треугольника получаются усреднением выражений (84), (85) по его срединной поверхности. В результате, используя (86) и теорему Стокса, для треугольного элемента 
[image: image439.wmf]2
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 c площадью 
[image: image440.wmf]2
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 получим
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где плотность простого слоя 
[image: image443.wmf]s

, как и ранее, вычисляется по формуле (31), 
[image: image444.wmf]2

t

 –центр треугольника 
[image: image445.wmf]2

S

, 
[image: image446.wmf]2

G

 – контур, ограничивающий треугольник.

Подставляя в (87) выражение для векторного потенциала (38) получим
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(89)
Интегрирование по поверхности 
[image: image448.wmf]S

 в формуле (89) разбивается на интегрирование по отдельным граничным элементам. При этом первый двойной интеграл в (89) вычисляется с помощью формулы (65).

В силу условия 
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 двойной слой на срединной поверхности треугольника 
[image: image450.wmf]2
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 отсутствует. Соответственно, поверхностные токи 
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 на этом элементе равны нулю. В результате второй двойной интеграл в (89) не содержит особенности при совпадении точек интегрирования 
[image: image452.wmf]t

 и 
[image: image453.wmf]q

 и вычисляется по квадратурам Гаусса.
2.3.5 Расчет электрического поля в морской воде. Учет влияния морского дна

В соответствии с (10) потенциал электрического поля в точке 
[image: image454.wmf]t

 однородной среды, не принадлежащей поверхности 
[image: image455.wmf]S

, вычисляется по формуле
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(90)
Интегрирование по поверхности в (90) разбивается на интегрирование по поверхности отдельных граничных элементов.

С учетом (32) потенциал, создаваемый простым слоем зарядов граничного элемента 
[image: image457.wmf]1

S

, определяется по формуле
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(91)
и вычисляется по квадратурам Гаусса.

С учетом (33) потенциал, создаваемый двойным слоем зарядов треугольного граничного элемента 
[image: image459.wmf]2

S

, определяется по формуле
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(92)
где 
[image: image461.wmf]2

q

 – центр треугольника 
[image: image462.wmf]2
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. Интеграл 
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 в (92) выражается через телесные углы, используя (65).

Напряженность электрического поля в точке 
[image: image464.wmf]t

 вычисляется по формуле
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(93)
Напряженность ЭП, создаваемого простым слоем зарядов граничного элемента 
[image: image466.wmf]1

S

, определяется по формуле
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(94)
с помощью квадратур Гаусса.

С учетом преобразования (37) напряженность ЭП, создаваемого двойным слоем зарядов треугольного граничного элемента 
[image: image468.wmf]2

S

, определяется по формуле
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(95)
также с помощью Гауссовых квадратур.

Для учета влияния грунта морского дна в формулах (91), (92), (94), (95) используется функция Грина для трехслойной среды воздух/вода/грунт:
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где
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 – коэффициент отражения грунта (ground),


[image: image473.wmf]Refl

N

 – число отражений,


[image: image474.wmf]g

s

 – удельная электропроводимость грунта,


[image: image475.wmf]h

 – глубина моря.

Соответственно, входящие в формулы (94), (95) компоненты градиента 
[image: image476.wmf])
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 выражаются в виде
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2.3.6 Оценка методической погрешности численных расчетов

Для проверки правильности работы программы и оценки методической погрешности результаты численных расчетов сравниваются с аналитическими решениями и решениями, полученными другими численными методами.
2.3.6.1 Тест 1

Геометрия задачи показана на рис. 12. Рассматривается сферическая оболочка, составленная из двух полусферических электродов. Внутри и снаружи оболочки находится электролит с проводимостью 
[image: image480.wmf]w

s

=4 См/м. Разность электродных потенциалов полусфер 
[image: image481.wmf]0

2

0

1

j

j

-

=1 В. Внутренний и внешний радиусы оболочки 
[image: image482.wmf]1

r

=0.99 м и 
[image: image483.wmf]2

r

=1.01 м.

[image: image484.wmf] 
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Рисунок 12
С учетом симметрии задачи гранично-элементные сетки строились для одной восьмой части сферы. Различные сетки показаны на рис. 13. Для первой сетки шаг 
[image: image485.wmf]h

=0.2 м, число треугольников 
[image: image486.wmf]M

=104. Для второй сетки 
[image: image487.wmf]h

=0,04 м, 
[image: image488.wmf]M

=2300. В третьей, неравномерной сетке 
[image: image489.wmf]M

=3068, 
[image: image490.wmf]h

 изменяется от 0,015 м до 0,15 м и самые маленькие элементы расположены вблизи контакта электродов.

Сравнение численных решений с аналитическим, приведенное в таблице 3, показывает, что наилучший результат дает неравномерная сетка 3. На самой грубой сетке 1 расхождение не превышает 15%.


[image: image491.emf]   

Сетка 1   Сетка  2   Сетка 3  

Рисунок 13
Таблица  3 - Суммарный электрический ток 
[image: image492.wmf]I

, стекающий с внешней и внутренней поверхности полусферы

	Проводимость оболочки
	Поляризуемость внешней поверхности
	Поляризуемость внутренней поверхности
	I, A

	σm , См/м
	b1, Ом(м2
	b2, Ом(м2
	Численное решение
	Аналитическое решение

	
	
	
	Сетка 1
	Сетка 2
	Сетка 3
	

	107
	1
	1
	1.36
	1.37
	1.37
	1.37

	
	1
	0.01
	7.58
	7.58
	7.56
	7.48

	
	0.01
	1
	9.97
	10.05
	10.05
	10.18

	
	0.01
	0.01
	15.42
	16.15
	16.23
	16.29

	102
	1
	1
	1.04
	1.05
	1.05
	1.06

	
	1
	0.01
	5.16
	5.33
	5.33
	5.32

	
	0.01
	1
	5.64
	5.85
	5.86
	5.98

	
	0.01
	0.01
	7.84
	8.86
	8.97
	9.10


2.3.6.2 Тест 2

Геометрия задачи показана на рис. 14. Кольцевой анод радиуса 
[image: image493.wmf]0

r

=2 м с током 1 A используется для защиты от коррозии длинного стержня, имеющего радиус 
[image: image494.wmf]a

=0.5 м и электропроводимость 
[image: image495.wmf]m

s

. Электропроводимость внешней среды 
[image: image496.wmf]w

s

=0.1 См/м. Удельное поперечное сопротивление покрытия стержня 
[image: image497.wmf]b

=10 Ом(м2.

[image: image498.wmf] 
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Рисунок 14
Аналитическое решение предполагает, что длина стержня бесконечна и точка заземления анода также находится на бесконечности.

При численном решении длина стержня ограничивалась расстояниями 1000 м по обе стороны от кольца анода, а две точки заземления помещались на концы стержня. Ось стержня разбивалась на три участка: от минус 1000 м до минус 10 м, от минус 10 м до 10 м и от 10 м до 1000 м. Для крайних участков шаг сетки задавался равным 10 м, а для центрального – 3 м. При этом центральный участок разбивался на 7 стержневых элементов.

Как показано на рис. 15, результаты численного и аналитического расчета граничного потенциала стержня практически совпадают.
2.3.6.3 Тест 3

В этой тестовой задаче оценивается методическая погрешность для задач с нелинейными граничными условиями. Рассматривается металлический электрод сферической формы (радиус сферы 10 м, электропроводимость 
[image: image499.wmf]m

s

=107 См/м, толщина металла 
[image: image500.wmf]d

=0.01 м), находящийся в среде с электропроводимостью 
[image: image501.wmf]w

s

=1 См/м. На сферу воздействует однородное поле блуждающих токов с напряженностью 
[image: image502.wmf]0

E

=1 В/м. В однородном поле сфера ведет себя как биполярный электрод, причем площади анодной и катодной зон в общем случае различаются.

Значения анодной и катодной поляризуемости постоянны в пределах соответствующей зоны. Однако положение границы между анодной и катодной зонами заранее неизвестно и должно определяться итерационным путем. Данная задача решается в нелинейной постановке с использованием поляризационной кривой, имеющей излом в точке с нулевым значением плотности тока. Пример такой кривой приведен на рис. 16.
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Сплошные кривые – аналитическое решение, 
кружки и треугольники – численные результаты

Рисунок 15
[image: image504.png]B2=0.001; Bk=10.





Рисунок 16
При решении нелинейной задачи поверхность сферы аппроксимировалась сеткой с шагом 
[image: image505.wmf]h

=1 м, содержащей 3396 треугольников. Эта сетка показана на рис. 17.

[image: image506.emf] 

0
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Треугольники анодной и катодной зон выделены красным и синим цветом

Рисунок 17
В качестве критериев (68) и (69) остановки линейных и нелинейных итераций задавались значения 
[image: image507.wmf]1

D

=90 дБ и 
[image: image508.wmf]2

D

=90 дБ.

В таблице 4 приведены максимальные значения 
[image: image509.wmf]max

a

j

 и 
[image: image510.wmf]max

k

j

 плотности анодного и катодного тока на поверхности сферы, а также суммарные токи 
[image: image511.wmf]a

k

I

I

=

 при различных значениях анодной и катодной поляризуемости.
Для сравнения в таблице 4 приведены значения аналогичных величин, полученные непрямым МГЭ в двухмерной (2D) постановке с учетом симметрии вращения. В 2D-случае использовалось равномерное разбиение образующей сферы на 128 отрезков, что соответствует шагу сетки, примерно в 4 раза меньшему, чем при решении трехмерной (3D) задачи.

Максимальное различие 2D и 3D результатов составляет 2%.

Таблица  4 – Результаты решения тестовой задачи 3

	bк, Ом(м2
	bа, Ом(м2
	Формулировка
	jкmax, A/м2
	jаmax, A/м2
	Iк=Iа, A
	Нелинейных итераций
	Всего итераций

	0.1
	0.001
	2D
	−2.95
	2.98
	934
	-
	-

	
	
	3D
	−2.97
	3.03
	930
	2
	19

	1
	0.001
	2D
	−2.58
	2.90
	860
	-
	-

	
	
	3D
	−2.59
	2.95
	856
	6
	76

	10
	0.001
	2D
	−1.24
	2.42
	514
	-
	-

	
	
	3D
	−1.24
	2.46
	511
	9
	308

	100
	0.001
	2D
	−0.24
	1.46
	126
	-
	-

	
	
	3D
	−0.24
	1.45
	124
	12
	1065


3  Используемые технические средства

Рекомендуемая конфигурация оборудования:
1) аппаратная платформа – процессор с архитектурой x86-64 (AMD, Intel);

2) оперативная память – 8 ГБ;

3) жесткий диск от 256 ГБ;

4) монитор широкоформатный 24(;
5) принтер цветной.
4 Вызов и загрузка

Запуск программного обеспечения осуществляется через проводник Windows.

Запуск модуля пре/постпроцессора осуществляется посредством запуска файла “Mashcad.exe”.

Запуск расчетного модуля осуществляется посредством запуска файла “STAR3D Electric.exe”. В расчетный модуль необходимо загрузить файл с расширением «.t01», сгенерированный в модуле пре/постпроцессора на основе построенной трехмерной модели. 

5 Входные данные
Входными данными модуля пре/постпроцессора являются данные о геометрии объекта, для которого будет производиться расчет. Данные о геометрии включают только подводную часть для экономии времени построения и расчета. Также возможен импорт геометрии из файлов в форматах «STL» и «IGES».

Входные данные расчетного модуля:
– файл гранично-элементной сетки;

– файлы с координатами расчетных точек;

– поляризуемость электрода (при отсутствии лакокрасочного покрытия) в Ом(м2;

– удельное поперечное сопротивление лакокрасочного покрытия (при наличии покрытия) в Ом(м2;

– удельная электропроводность металла электрода в См/м;

– толщина треугольных элементов (в метрах), аппроксимирующих тонкостенные электроды, 

– радиус (в метрах) для цилиндрических поверхностей и сфер;

– электродный потенциал в В (мВ);

– ток источников тока противокоррозионной защиты в А (мА);

– удельное контактное сопротивление Ом(м;

– сосредоточенное сопротивление в Ом;

– параметры симметрии модели;

– компоненты вектора внешнего однородного электрического поля В/м (мВ/м);

– электропроводимость окружающей среды в См/м;

– параметры грунта (глубина моря, электропроводимость).

6 Выходные данные
Выходными данными модуля пре/постпроцессора являются:

1) файл гранично-элементной сетки с расширением «.t01»;

2) графическое отображение распределений электрического потенциала и тока на поверхности МЭГС.

Выходные данные расчетного модуля включают:

1) текстовый файл, содержащий значения электрического потенциала, составляющих и модуля вектора напряженности электрического поля в среде в расчетных точках;
2) текстовый файл, содержащий значения составляющих и модуля вектора напряженности магнитного поля, создаваемого гальваническим электрическим током в среде в расчетных точках;

3) текстовый файл, содержащий рассчитанные значения составляющих вектора электрического дипольного момента модели;

4) бинарный файл, содержащий данные о распределении электрического потенциала и тока на поверхности МЭГС для элементов гранично-элементной сетки, загружаемый в модуль пре/постпроцессора для отображения.
7 Перечень принятых сокращений

ГУ – граничное условие

ДП – диаметральная плоскость

ИУЭП – интегральное уравнение электрического поля

МГЭ – метод граничных элементов

МЭГС – многоэлектродная гальваническая система

ПКЗ – противокоррозионная защита

ПО – программное обеспечение

ЭП – электрическое поле

8 Перечень символов и числовых коэффициентов
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